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Prologo

En este texto, se expone el tema de Limites de un funcién real, con casos muy
practicos acompanado de una gran cantidad de ejercicios selectos como de teoria y una
gran cantidad y calidad de ejercicios resueltos de demostracion de limites, calculo de
limites, calculo de las diferentes formas de limites para levantar las indeterminadas;
limites trigonométricos, neperianos y exponenciales, este libro servira para continuar
con otra edicion de continuidad y tipos de discontinuidad acompanado de una selecta
cantidad y calidad de ejercicios bien explicados paso a paso para su mejor

entendimiento en la vida universitaria.

Este es un texto practico destinado a resolver de forma muy sencilla y bien
detallado cada problema de limites: demostracion de limites, calculo de limites en sus
diferentes formas, limites de funciones exponenciales, logaritmicas despertara las

ganas de seguir buscando mas ejercicios y poder resolverlos.

El presente texto se recomienda para estudiantes de las carreras profesionales
de Ingenieria como también para las diversas carreras universitarias Economia,
Matematica, Fisica, Contabilidad, Ingenierias, Enfermeria, Biologia, Agronomia y las
ciencias sociales; con el tinico fin de estar prestos y listo para resolver cualquier tipo de

ejercicios matematicos que se presente en su vida universitaria.

Las graficas de limites, limites laterales, funciones trigonométricas, funciones
exponenciales, logaritmicas y otros, se realizaron con el programa Graph version

4.4.2 de acceso libre.
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Introduccion

El presente texto sobre Limites de funciones reales surge como la necesidad de
implementar el uso del software Graph como recurso didactico, basado en una
metodologia asertiva que permitira al estudiante entender el estudio de funciones en
términos de su comportamiento, fomentando su razonamiento, analisis,
interpretacion y juicio critico.

El analisis se remonta a principios del siglo XVII, en donde Newton y Leibniz
inventaron el calculo. En ese siglo y en el posterior siglo XVIII, algunos topicos del
analisis como el calculo de variaciones, las ecuaciones en derivadas parciales, las
ecuaciones diferenciales ordinarias y el analisis de Fourier juntamente con las
funciones generadoras se desarrollaron especialmente para un trabajo que se podria
aplicar a mundo entero. Las técnicas, métodos y algoritmos del Calculo son aplicadas
con éxito sin ningan problema en la aproximacion de los problemas diversos y
discretos de la vida y el mundo actual mediante los continuos avances de esta ciencia.

El texto de Limites de Funciones Reales sera de gran apoyo para el curso de
Calculo Diferencial, el texto se divide en los siguientes temas del Calculo de limites
donde se tiene ejercicios desarrollados con el uso de la definicion de limites
(demostracion), luego tenemos las diferentes formas de calcular los limites usando
propiedades y levantando las diferentes formas indeterminadas, también se tiene una
gama de ejercicios resueltos para cada tema con ejercicios selectos; por lo que este libro

servira de base para la segunda edicion.

Los Autores



CAPITULO1
LIMITES DE FUNCIONES REALES
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La matematica te proporciona la disciplina mental para determinar tu
posicion en el universo e interactuar con la naturaleza como parte
fundamental de ella.

Juan Elkin



Limite de Funciones Reales

Vecindad de un nimero real
Se llama vecindad o entorno de un namero real x, al intervalo abierto (x, — €; x, + €)
que tiene como centro a x, y como radio a € > 0y se denota por:
Ve(xo) = (xg — & xo + €)
Es decir:

XEV.(xp) @oxg—e<x<xy+E¢

Y graficamente esté representado por:
Ve (x0)

L \
\ 7

xO — & xo xo + &
Una vecindad reducida o vecindad con exclusion de x, es el entorno sin el nimero x,
denotado por:

Ve (xo) = (xo — & %o + &) — {x0}

Asi las vecindades de x, = 4 son los siguientes intervalos
Vi(4) =(4—-2; 4+ 2)

=(2; 6)
V,(4) = (4—1; 4+ 1)
= (3; 5)
Definicion

Diremos que el nimero "L" se llama limite de una funciéon "f(x)" cuando "x" se
aproxima al punto "x," ("x," no necesariamente pertenece al Dom f(x)), si para todo
€ >0, existe un 6 =46(e) >0 tal que se cumple que 0 < |x —x,] <§ entonces

|f(x) — L| < ¢, equivalentemente se tiene:



lim f(x) =LeVe>0,38>0/VxeEDom(f) A |[x—x| <8 = |f(x)—Ll<e¢

X—=Xg

Graficamente se tiene:
L+ ¢
V(L) L

L—¢

4

ya

=== T-~---"

Es decir:

lim f(x) =LeVe>0,36>0/0<|x—x| <d—-|f(x)—L|<e
X—Xg

v

X#FXy—0<x—x<d->—e<f(x)—L<e

X#FX0,Xg—0<x<xg+0->L—-e<f(x)<L+e¢

X # Xo,% € Vs(xo) = f(x) € V(L)



Ejercicios Resueltos de Limites de
Funciones

Recordaremos que el

lim f(x) =LeVe>0,36>0/VxeDom(f) A |[x—x| <6 = |f(x)-L|] < ¢

X—=Xg

1) Demostrar que el
lim 3x2—x—-2)=8
xX—2

Solucién:

Ve>0,36,>0/Vx€eDom(f)A |[x—2|<6, - |3x2—x—-2-8|] < ¢

Entonces:

|3x2 —x —2—8| = |3x%2 —x — 10|
= |(x = 2)(3x + 5)| |A.B| < |Al|B|
<|x-=2|I3x+5] ... (1)

Tomamos 6, = 1, paraacotar |3x + 5| y como
[x —2| < 6,
lx —2| <1 x| <be —-b< x<b;b=0
o-1<x-2<1
1<x<3
3<3x<9
8<3x+5<14
Tomemos el
max{|8|; [14]| } = 14
-14<3x+5< 14
o |3x+5] <14 .. ... (2)

Reemplazando en (1)



= |x — 2||3x + 5]
<§.14=c¢

Es decir que

6, =¢/14

De donde se toma el

§=Min {8, =—,8,=1]
1714072
=¢g/14

Por lo que el

lim(3x2 —x—2)=8

x—2

2) Demostrar el
lim(2x +1) =3
x—-1

Solucién:

Por definicion de limite se tiene:

lirr%(2x+1) =3 Ve>0, 36> 0/VxeDomf Alx—1] < = [2x+1-3|<e¢
X—

Entonces
12x +1—-3| =|2x — 2|
=[2(x — 1)|
= 2|x — 1|
<26 = ¢
§=¢2/y
Entonces

lim(2x+1) =3
x—1

3) Demostrar que el
lim (4x% + x — 4) = 14
xX—2
Solucién:

Ve>0,36,>0/ VXED; A |x—2|<6; — [4x*+x—4—-14|<¢

Entonces:

~10 -~



| 4x% + x — 4 — 14| = |4x% + x — 18|
=|(x —2)(4x+9)|

<|x—-2|[4x+9]  ...... (D
Sea: 6, =1
|x — 2| <9,
lx -2 <1

o-1<x-2<1
1<x<3.iiiinin o (por 4)
4<4x <12 (49)
13 < 4x+9<21
max {|13];|21]} = 21

—21 <4x+9 < 21

o |4x+9] < 21

Remplazando en (1)

= |x — 2||4x + 9]
<6;.21=c¢
Asi:
8, = —
21

3

6 =¢/21

Por lo que el
lim(4x? + x —4) = 10
X—2

4) Demostrar que el
lim(x?2+4)=5
x—-1

Solucién:

Ve>0,36,>0/Vx€D A |x—1]<8 - [x*+4-5] < ¢
Entonces:
X2 +4-5| = |2~ 1]

=1~ D+ D)



<lx—1x+1] ... (1)

Sead, =1
lx—1] <1

o-1<x-1<1
0<X<2 iiiviici i e (1)
1<x+1<3
Tomamos el
max {|1]; |31} = 3
—-3<1<x+1<3
-3<x+1<3
olx+1] <3
Remplazando en (1)
=[x —1|[x + 1]
<6.3=c¢
6, =¢/3

5 = min {5, =§;52 = 1)

6=¢/3
Por lo que el

lim(x?2+4)=5
x—-1

5) Demostrar que el
lim 2x+3) =1
x—->-1

Solucién:

Por definicion de limite se tiene:

lim1(2x+3)=1(:>V£>0,36>0/VxEDf AMx+1l<6d=|2x+3-1|<¢
x—-—

Entonces

|12x +3 — 1] = |2x + 2|
=[2(x + D]
=2|x+1]|

<26=¢



Por lo tanto el
xll)rpl(Zx +3) =1

6) Demostrar que el
lim(3x% 4+ 2x) =5
x—1

Solucién:

Ve>0,36,>0/ VXx€D; A |x—1]<6; - [3x*+2x-5] < ¢
Entonces:
|3x2 + 2x — 5| = |(x — 1)(3x + 5)|

< |x = 1||3x + 5] ... (1)

Sea 6, =1
lx -1 <1

o-1<x-1<1
0<x<2 .ieunun..(por3)
0<3x<6.iciciinuna..(+5)
5<3x+5<11

max{|5[; |11]} = 11

-11<5<3x+5<11

-11<3x+5<11

I3x + 5| < 11

Remplazando

= |x — 1||3x + 5|

<6;.11=¢

6, =¢/11

5 = min {5, =%; 5, = 1)

6=¢/11

Entonces el

lim(3x% 4+ 2x) =5
x—1



7) Demostrar que el

lim(x3 -3x2+3x—-1)=8

x—3

Solucién:

Ve>0,36,>0/ Vx€D A |x—3|<8 — [x*-3x*+3x—-1-8|] < ¢

Entonces:

|x3 —3x2+3x—1—-8| =|x3—3x%2+3x—9|
=|(x - 1)° - 8
<lx—1-2|(x—1)2+20—1)+4|
=|x—3||x2—2x+1+2x—2+4|
< lx=3]1x%2 + 3]eeeeeieeeeee. (1)

Sea §, =1

lx —3]| < &,

lx —3| <1

o-1<x-3<1

O 2K A < e (x)?

L X2 L LB (+3)

O 7<x24+3<19 e (2)

max{|7|; 19|} = 19
—19<x?+3<19
o |x2+ 3] <19

Remplazando en (1)

= |x — 3||x? + 3|
<61.19:€

5 = £

1719

5=min{61=i=52=1}

=¢/19
Entonces el

lim(x3 -3x2+3x—-1)=8

x—3

8) Demostrar que el

~ 14 -~



3x 3

mo =3
Solucidn:
Ve>0,3§ >0 / Vxedomf A |x—1|<6—>|37x—; <¢
Entonces
3x 3 3x —3
2 2 :| 2 |
3(x—1)
-t ‘
3
=5 lx—1l
3
<§5=e
2¢e
0=73
Por lo que
- 3x 3
m7 T2
9) Demostrar que el
x2—1__2
x>-1x+1

Solucién:

x
Ve> 0,36 >0 / Vxedomf A |x+1|<6—-

+1+2
Entonces
x?—1 x—1Dx+1
x+1 2‘:( x)-l-(l )+2‘
= |x—1+2]
= |x + 1|
<d=¢

0 =c¢

Por lo que el

<&

~15 ~



10) Demostrar que el
lim(x?2+1) =2
x—1

Solucién:

Ve> 0,36, >0 / Vxedomf Alx—1|<68; - [x?2+1-2|<¢

Entonces
x2+1-2| =|x?-1]|
=[x+ Dk - D
<|x+1|[x—1] (1)
Sead, =1
lx — 1] < 6,
lx—1] <1

o-1<x-1<1
0<x<?2
1<x+1<3
Tomamos el max = {|1]; |3]|} = 3
—-3<x+1<3
o |x+1/<3

Reemplazando en (1)
= |x + 1||x — 1]
<36, =c¢

3.6 =¢

61:

W[ m

Tomando el

§ =min{8, = 1; §; = ¢/5}

§=%/3

Por lo que el

~16 ~



lim(x?2+1)=2
x—1

11) Demostrar que
lim(x —4) =1
x—5

Solucién:

Por definicion de limite se tiene:
}Ciir;(x—él):1(:)Ve>0,36>0/VxEDfA|x—5| <d=|lx—4-1|<¢
Entonces
|x —4—1| =[x — 5]

<bd=c¢€
Por lo tanto el

lim(x —4) =1
x—5
12) Demostrar que
lim(HVx +1) =2
x-1

Solucién:

Ve >0,35; >0/ Vxedomf A |x—1| <8 - |[Vx+1-2|<e

Entonces
VE+1-2|= [F -1
B ‘(\/E—l)(\/E+1)
Vx + 1
x—1
B \/E+1|
Slx—1|| ! | (1)
Vx +1
Sead, =1
lx — 1] < 6,
lx—1] <1

o-1<x—-1<1
0<x<?2

~-17 -~



0<+x <2
1<Vx+1<vV2+1
1 < 1 <
V2+1 Jx+1

1
;1}=1
\/7+1| 11l

1

max {

-1< <1

1
Vx+1
1
Vx + 1
Reemplazando en (1)
1
Vx + 1|

<61.1=8

(:>| |<1

= x +1]|

51:(":
6 =min{6; =6, =1}}
d=¢

Por lo tanto, el

13) Demostrar que el

Solucién:

Ve> 0,38 >0/ Vxedomf A

Entonces
|3x — 1+ 4| = |3x + 3|
= [3(x + 1|
= 3|x + 1]
<36=¢
6=¢/3

lim(Vx + 1) = 2
x—-1

lim 3x—1)=—4
x—--1

Ix+1|<d-|3x—1+4|<¢

~18 -~



Por lo que el

lim 3x—1)=—4
x—--1

14) Demostrar que el
lim(4x? + x — 4) = 14
x—2

Solucién:

Ve>0,36,>0/ Vxedomf A |x—2|<8; - |4x> +x—4—-14|<¢
Entonces
|[4x2 + x — 4 — 14| = |4x? + x — 18|

=|(x —2)(4x +9)|

<|x—2||4x +9|...(D)

Sead, =1
lx —2| <1

o-1<x-2<1
1<x<3
4 <4x <12
13<4x+9< 21
Tomando el max{|13]; |21|} = 21
—21<4x+9<?21
o |4x +9] < 21

Reemplazando en (1)

= |x — 2||4x + 9]
<61.21:€

5 = £

721

6 =min{s, = 1; 8, =%}

_ &
21
Por lo que el

é

lim (4x? +x —4) =14
xX—2



15) Demostrar que

Solucién:

Ve>0,36, >0/ Vxedomf A |x—0| <8 - |x3+2x*+x+3-3|<¢

Entonces

lirr(1) (x> +2x*+x+3)=3
X—

x3+2x2+x+3-3|=|x>+2x2+x+ 0|

= |x3 + 2x2 + x|

= |x(x? + 2x + 1)|
= |x(x + 1)?|
< |x|lx + 1]%........... (1)

Sea: 6, =1
lx] < 8,
x| <1
o-1<x<1
O0<x+1<2
max{|0[; |2} = 2
—-2<0<x+1<?2
—2<x+1<?2
olx+1] <2
Remplazando
= |x||x — 1|2
<6,.2=c¢
6, =¢/2
§=min{s, =1; §, =¢/2}
6=¢/2

Por lo que el

16) Demostrar que el

ling(x3 +2x24+x+3)=3
x—

lim(x? —1) =3
x—2

~ 20 -~



Solucién:

Por definicion de limite se tiene:

lim(x2—1)=3&©Ve>0,36>0/Vxedomf Alx—2| <8 = |x?—-1-3|<¢

x—2

Entonces
x2 —1—3| = |x2 — 4

=[x+ 2)(x — 2)|
< |x +2||x — 2|

Consideremos &, = 1,

lx —2| < &,
lx —2| <1
Es decir:
lx—2| <1

o-1<x-2<1
1<x<3
3<x+2<5
max{|3];|5]} = 5
—-5<3<x+2<5
-5<x+2<5

o |x+2|<5

Reemplazado en ()

= |x+ 2||x — 2|
<561 =&
8, =¢/5

Es decir

&
5= min{61 =28 =1

5:§

Por lo tanto

lim(x? —1) =3

x—2

~-21 -



17) Demostrar que el

im =
x-0x + 1

Solucién:

1
Ve > 0,38, >0/ Vx edomf A |x—0|<61—>|m—1|<8

Entonces
1 1-(x+1)
|x+1_1|:‘ x+1
1-x-1
-5t
—X
:|x+1
S|x|| ! | (D)
x+1
Sead, =1
x| <1

o-1<x<1
0<x+1<2
0<x+1 A x+1<2

Obs: aqui se aproxima al nimero entero mas proximo

~22 -



5128

Asi
6 =min{d, =1; §; = ¢}
d=¢

Por lo que el

lim 1

x—>0x+1:

18) Demostrar que
lim (x2—-1)=0

x—->-1

Solucién:

Ve>0,36, >0/ Vxedomf A |x+1] <8 - |x?2—-1|<¢
Entonces
|x? = 1] = [(x + D(x — 1|
<|x+1||x —1] . (D
Sead, =1
lx + 1] < 6,
lx+1] <1
o-1<x+1<1
—-2<x<0
-3<x—-1<-1
max{|-3[;|-1[} =3
-3<x—-1<3
olx—1] <3
Reemplazando en (1)
= |x —1||x + 1]
<6,.3=¢
6,=¢/3
Asi
§=min{s, =1; §, = ¢/3}
6=¢/3

Por lo que el



lim (x2—-1)=0

x—->-1

19) Demostrar que el
1

V+1 2

lim
x—1

Solucién:

11
Vi+1 2

Ve > 0,38, >0/ Vx edomf A |x—1|<61—>|

Entonces

| 1 _1|_‘2—(\/§+1)

Ve+1 20 | 2(Vx+1)
1—+x

2(Vx + 1)

~(Vx—1)(Vx + 1)
2(Vx+1)(Vx + 1)

x—1

2(Vx + 1)?)

(D

Sea 6, =1
-1<x-1<1
0<x<?2

VO <Vx <2

1<Vx+1<V2+1
1 1

< <1
V2+1 Jx+1

2

<\/§1+ 1)2 < <\/§1+ 1) <r

2

1
max{(\/i_}_l) ;|1|}:1
1
-1<——<1
(Vx +1)

<&
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o <1

1
(Vx +1)
Reemplazando
1

=|x—1|1—2
(Vx+1)

2

<4 ! 1=
15 1=¢

0, = 2¢

Asi

6 = min{d, = 2¢; 5, = 1}
6 =2¢

Por lo que el

lim
x—1

V+1 2
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Calculo de Limites

_ X
lim
x=201 —v1—x
1__
| | | | | | |
| I I I T | T
2 -135 -1 03 035 1 135

Las matematicas no mienten, lo que hay son muchos matematicos

mentirosos.

Henry David Thoreau

~ 26 ~



Calculo de Limites: Propiedades

Sean f(x) y g(x) dos funciones tales que: lim f(x) =L, lim g(x) =M y kuna
X—=Xq X=X

constante, entonces:

a) limk=k

b) Lim kf(x) = k lim f(x)=k.L
c) xlgglo(f(x) +gx) = xlgrgo f(x) xlg;log(x) =L+M
d) xlg;rclo(f(x) *g(x)) = xlg;rclo f(x) = xlgrgo gx)=L*M
e) SiM+#0 yg(x)+# 0, entonces
fo _ 0 1

lim = =—
X—Xg g(x) xlir;);) g(x) M

f) Paratodo n entero positivo, se cumple que:
lim (f ()" = [lim f(0)]" = L"
X—Xq X—Xq

g) Paratodo n par positivo se cumple que:

fip TG = Jim £ = N

h) timIFCOl = [tim FGo| = 1L

Observaciones:

1. Para poder levantar algunos casos indeterminados recuriremos a algunos trucos
matematicos como el “quita y pon”; separando en dos partes y otros.

2. O a buscar el factor comtn para poder simplificar tanto en el numerador como en el
denominador el factor comun que hace que sea indeterminado.

~ 27 -



3. O multiplicar por su congujada de las raices cuadradas o de raices pares.

4. Sifuese el caso de raices impares usaremos la siguiente conjugada.
A3 — B3 =(A— B)(A* + AB + B?)
A-B=(Va-VB)(YA2 + VaB + {B?)

5. Para las funciones trigonométricas se usaran también sus conjugadas respectivas.
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Ejercicios Resueltos de Calculo de Limites

1) Hallar el
. x2+2x+1
xirzll x2 -1

Solucién:

Al evaluar el

. x*+2x+1 0
oy x2—-1 0
Resulta indeterminado, por lo que tenemos

que hacer es levantar la indeterminada

lim M = lim Gt 1)° ) :
x--1 x?2—1 x->-1(x+ 1D)(x —1) 7 3
o (x+1)
) (x—-1)
0
T2
=0

2) Hallar el

Solucién:

Al evaluar el

im—>-—2 _0
x>3x>—5x+6 0

Resulta indeterminado, por lo que

o

o4

levantamos la indeterminada

o4

~ 29 -~
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y x+3)x—-3) = (x+3)
w3 (x—2)(x—3) x5 (x—2)

=6

3) Hallar el

lim ————
=01 —+v1—x

Solucién:

Al evaluar el
X 0

lim—m—m——==
=01 —+1-x O
Resulta indeterminado, por lo que levantaremos la indeterminada multiplicando por
su conjugada

x T

}‘ii%l—\/m: \
x(1+v1—x)

S Vi) vioy) '

— lim x(1++vV1—x) 4
x—>0 1—(1—X)

mx(l +1—x)
X

x—0

e =
'

ot

wn

s

=

-y
p—t

0:5 135
= lin(l) 1+vV1l—x
X—
=2

4) Hallar el

Solucién:

Al evaluar el

~ 30 -~



Resulta indeterminado por lo que levantaremos la indeterminada multiplicando con

su conjugada

. (Vx+9-3)(Vx+9+3)(Vx + 16 + 4)
0 (Vx 116 — 4)(Vx 19+ 3)(Vx T 16 + 4)

131

_ i x+9-9)(Wx+16+4)
T X0 (x + 16— 16)(Vx £ 9 + 3)

(Vx + 16 + 4)
0 (VX F9+3)

031

5) Hallar el

Solucién:

Evaluando el s

" x100 _2x +1 0 A
X0 —2x+1 0

0.5

05

Resulta indeterminado, por lo que
levantaremos la indeterminada.

Sabiendo que el factor (x — 1)

044

——

debe estar en ambos miembros, ost
factorizando tenemos; o of
x100—-2x+1 (-1 +xB+ . +x—1)

lim———F——=
ol x50 —2x + 1 ot (=D + x84+ ... +x—1)
a4 — 1)
= lim
-1 (x* + x84 L +x = 1)
A+ 144D -1
1+ 1+ +1) -1
98 49
48 24

!
y
06

}
t
08

~ 31 -~



6) Hallarel
VZZ 93

x=0 x* 4+ x2

Solucién:

Evaluando el

CVxZ+9-3 0
lIim——————=—
x=0 x* 4+ x2 0

Resulta indeterminado, por lo que

levantaremos la indeterminada

0:14

L

T

multiplicando por su conjugada al

denominador

_VxZ+9-3  (Va2+9-3)(VxZ+9+3)
lim ————— =lim
x>0 X%+ X x>0 x2(x2 +1))(Vx2+9+3)
_ x2+9-9

im

0x2(x2 +1))(Vx2 +9 + 3)

2

X
lim
0x2(x2 +1))(Vx2 + 9+ 3)
1
lim
0 (x2+1))(Vx2 +9 + 3)

7) Hallar el
Vvx+1-—1
m—
=03x+1-1

Solucién:

Evaluando el

I vx+1-—-1
me——-=
=0x+1-1

0

0

0.05
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Resulta indeterminado, por lo que multiplicamos por su conjugada al numerador y

denominador

lim \/x+ -1
x—0 \/x+ 1

(W—1)(W+1)m+\/ﬁ—u

H)(\/m—n(\/ﬁﬂ) [V + D2+ Vx+1-1]

-1+ D [/ +1D)2+Vx+1-1]

X0 x(Vxt1+1)

BT D2+ Y F1-1]

x—’O vx+1+1

C[Y@r+V1-1]
B Vi+1

3
2
8) Hallarel

Solucién:

Evaluando el

t t t + + +
-0.6 04 02 02 0.4 0:6

Vx =2

x—8 X — 8

014

-0.15

01

2005 005 01 015 02 025 03 033

0114
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Resulta indeterminado por lo que multiplicamos la conjugada al denominador y

denominador para levantar la indeterminada.

Recordando que

A3 — B3 =(A—B)(A* + AB + B?)

1imi/§__2_lim(i/;—2)[3{/x_2+zi/§_4]
X8 X —8  x-8 (x—8)[§/ﬁ+2§/§_4]

= lim X8
=8 (x — 8)[Vx? + 23/x — 4]
8 4 24% — 4
1
T4+4+4
1
12

9) Hallar el
Vx —4

lenfe Yx -2

Solucién:

Evaluando se tiene

VR4 0
XLI?6W—2_6 2+

Indeterminado, por lo que

multiplicaremos por su conjugada

LoVE—4 L (x—H(x+2)
16 ‘{/}_z_xlgle (x —2)(Vx +2)
(Vx-H(Ex +2)

:xlg?e Vx —4

= lim (Vx + 2)
x—16

=2+2

=4
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10) Hallar el

y 3—+V5+x
im———
X241 -5 —x

Solucién:

Evaluando tenemos

y 3—vV5+4+x O
im——=—
x-41 —-+y5—x 0

Resulta indeterminado por lo que se multiplicara por sus respectivas conjugadas
. 3—V5+x . B3-vV5+x)3+V5+x)(1+V5—x)
im———— = lim
#>41—\5—x 4(1-vV5-x)(3+V5+x)(1+V5—x)
] [9—(5+x)][1+\/5—x]
im
#>4[1 = (5 - x)][3+V5 +x]
y (4 —x)(l ++5 —x)
im
x4 (=4 +x)(3+V5+x)

- 1++vV5—x
T 3445tx
2 1
"6 3
t t i { | i/ f ' ' ' i i
3.7 38 39 4 4:1 42 43 44 45 46 4.7 438

11) Hallar el
I 3x—6
im——
X221 —Vi4x —7
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Solucién:

Evaluando tenemos que

2280
=21—+4x—-7 0
Resultando indeterminado por lo que multiplicaremos por su conjugada
lim 3x—6 _
x—2 1 _ m 0.5 0. 1 1.5 2 25

(3x B 6)(1 + \/m 034
(1= A= D+ JAx = 7)

B limB(x -2)1+/4x—=7)

061

x—2 1—4x+7 09T
o 3x—=2)A+J4x—=T7)
= lim A2
x—2 —4(x —2)
31444 —7) S ¥
= lim
x—2 —4
31+
- —4 214
_ 3
2
12) Hallar el
 VYx+8 -2
lim—————
x—0 X
Solucion:
Evaluando el 034
C Vx+8 -8 0
lim—————=—
x—0 X 0
Resulta indeterminado,
asi que solo nos queda - | - - |
-15 -1 05 0:3 1
multiplicar por su
conjugada

T I Fx+8 —38) (VG +8)7 + Y +8).8 +3(8)?)
—— = lim
0 x x>0 x(3/(x +8)% +3/(x+8).8 +3/(8)2
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x+8-—8
xi%x(i/(x +8)2 +3/(x +8).8 +3/(8)?
1m 1
0 (3 (x +8)% + 1/ (x +8).8 +1/(8)2
1 1
T4+4+4 12

13) Hallar el

o Vx2—2x+6 —Vx2+2x—6
lim
x—3 x2 —4x +3

Solucién:
03+

Evaluando resulta

. Vx2 —2x+6 —Vx2+2x—6 0 +
m =— 3
x1—>3 x2—4x+3 0

——

Indeterminado por lo que usaremos

el artificio de aumentar y quitar la 3T
misma cantidad de acuerdo al valor

que resulte cada raiz cuadrada,
06

VX2 —2x+6 —Vx2+2x—6
lim
x—3 x2 —4x +3

/(&2 =2x+6 —3)+ (3 —/x?2+2x—6)
= lim

x—3 x%2 —4x + 3

_lim(Vx2—2x+ -3 (x2=2x+6+3)
S x93 (x2—4x+3)(VxZ—2x+6 +3)

VT —6)3+V T Zx—6)

+ lim
3 (x2—4x+3)B3+Vx%2—2x+6)
i x2—2x+6-9 9—x2—-2x+6
= lim
%3 (x2 —4x + 3)(VxZ —2x + 6 +3) H(xz 4x +3)(3 +/x2 — 2x + 6)
x?—2x-3 _ x?+2x—15
= lim —lim
x23 (x2 —4x +3)(VxZ —2x +6 +3) 3 (x2 —4x +3)(3+,/(x2 — 2x + 6)
x—=3)(x+1) (x—=3)(x+5)

= (x=3)(x—1)VxZ—=2x+6 +3) REE (x—3)(x— 1B ++/(x2 —2x + 6)
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lim (x+1) ~ lim (x+5)
=3 (x —1)(Wx2—2x+6 +3) *3(x—1)(3+Vx2—2x+6)

_ 4 8
“ @6 @)
4 8
12 12
1 2 1
3 373
14) Hallar el
lim — 3
x>=3\x2+7 — 4
Solucién:

Evaluando tenemos
x+3 0

lim ——=
-=3\x2+7 —4 0

Indeterminado, por lo que multiplicaremos por su conjugada

Y x+3
im ———=
xo-3\x2+7 —4
(x +3)(VxZ+7 +4) S T £ rE

= lim
o-3(Wx2+7 —4)(WVx2+7 +4)
. (x+3)(Vx2+7 +4)
T x2+7-16
= lim

(x+3)J(x2+7 +4)
x—-3 x2—9
- (x+3)J(x2+7 +4)

T T x+3)(x—3)
 NETFT 44
= lim ———
x-»-3 (x—13)
444
—3-3
4
3

031

061

091
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15) Hallar el

A1+ 3x —V5—x
lim

x—1 1—x2

Solucién:

Al evaluar se tiene que

po VI3 —V5-x 0
xlir} 1— x2 B 6
Es indeterminado, asi que multiplicaremos por su conjugada
" V1i+3x —V5—x
xllg 1 — x2 B
- (W1+3x —V5-x)(V1+3x +V5—x)
m
x>1 (1—x2)(V1+4+3x +V5—x)
_ 1+3x—5+x
— lim
=1 (x2 —1)(V1+3x +V5—x)
: 4(x - 1)
— lim
=1 (x — 1) (x + 1)(V1 +3x +/5—x)
4
= —lim
=1 (x + 1)(V1+3x +/5—x)
_ 4
T A+1DR2+2)

16) Hallar el

y Vvx —V2x—1
m
=145x —1 —v/2x + 2

Solucién:

Evaluando se tiene que el

Vx —V2x -1 9

lim =
*~1y5x -1 —v2x+2 O
Es indeterminado, por lo que multiplicaremos por su conjugada para levantar la

indeterminada
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. Vi —V2x-1
B —1-VZx¥2
. (Vx —V2x = Dx +V2x —1)(/5x — 1 ++/2x + 2)
>1(V5x —1—V2x + 2)(V5x — 1+ V2x + 2)(WVx + V2x — 1)
. —(x—1D5x—1 +vV2x +2)
xol 3(x — DWx +V2x = 1)

B (V5x —1 ++/2x + 2)

T 3(Yx 4 V2x o 1)

242
T 3(1+1)

o

051

o4

]
T
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Limites Laterales

Recordemos que el

limf(x)=L &
xX—a

Limite por la Derecha:

lim f(x) =M
lim f(x) =

vy YM=N=L

limf(x)=LevVe>0,36>0/VxeDom (f)N—-8<x—a<0-|f(x)-L|<e

x—a~

Limite por la Izquierda:

limf(x)=LoVve>0,36>0/YxeDom (f) NO<x—-a<é-|f(x)-L|<e&
xX—a

-~ 41 -



Ejercicios Resueltos de Limites Laterales

1) Sea
2 ; x<1

3x —
f(x):{x ;1 <x

Hallar su limite si es que existe.

Solucién:
lim f(x) = limx =1 |
. _ ) x-1t x-1t
HmFG) =1 4im fx)=1lm3x—-2=1
x—1" x—1"
Entonces !

}Cilr%f(x) =1

2) Sea

(1—+/x

5 x=>1
1-3x

f(x) =A

2ox_1
2 2

— x<l1

Hallar su limite si es que existe.

Solucién:

_ (=) (V) (1 + Ve + V)
) = R T G R (1 + Ve + V)
o (1 —x)(1+ Vx + Vx?)

Tt -0 +R)

1+Vx+ V2?2 3

=lenl1+ 1++x 2




2x2—x—-1

lim f(x) = lim —2—

x—1~ x—1~ x-1

 2x+D(x—-1)
xg{l‘ Z(x — 1)

2x+1 I

= lim
x—->1"

Entonces

lim () = 3/,

3) Sea
3x2 -2 ; x<0
flx) =
x+2 ; 0<x
Hallar su limite si es que existe.
Soluci6n: A
A S0 = i er2) =2
lim f(x) = lim (3x%2 —2) = -2
x—0~ x—0"
Como los limites
Jim £ (x) # lim f(x) 3 1 3
Entonces el ]
lim f(x) no existe -l
x—0
4) Sea
x? ; x<1
fx) = X ;o I<x<4
4 —x; 4 <x

Hallar su limite si es que existe.

Solucién:
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Trabajaremos primero para el punto x = 1
AR S0 ==t
lim f(x) =limx? =1
x—1" x-1"
Entonces el
limf(x) =1
x—1

Y ahora para el punto x = 4
RSO = i (=0 =0
S = e =4
Como

Jim f () # lim £

Entonces el

lim f(x) no existe
x—4

5) Sea

6x —x% ; x <2
f(x)=42x%2 —x—3;

Hallar el limite si es que existe.

Solucién:
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. s 2__
ApSE) = B mx =3y

=8-2-3=3
lirr%f(x) =
* lim f(x) = lim (6x — x?) T ®
xX—-2- xX—2-
=12—-4=8
Como ‘

Jm f(x) # lim £ 1

Entonces el

lim f(x) no existe
x—2

6) Sea
bx? + ab ;x>0

X) =

f@@) {2 x2+b —b ;x<0

Hallar a y b para que el limite exista y a demas cumple que (1) = 1
Solucion:

Puesto que
f=1
b+ab=1
. _ . 2
(A, 100 = i, (bx" + ab)
=ab

lim f(x) = 5
a Jlim () = Jim. (2 +b )

\ =2vb—b
Igualando
2vVb—b = ab
2vVb = ab + b, pero como b + ab = 1
(2vh)’ =12
4b =1
b= 1
4
Y reemplazando en
b+ab=1
1 N a L
44
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7) Sea
x—5

1—-vVx—4 "'

fx) =
x? —12x + 35

x—5
Hallar el limite.

Solucién:

_ _ x—5
R A B 1-Vx—4

) (x=51+x—-4)
X0t 1-vVx—4)A+vVx—4)

o (x=50+yx—4)
5 5—x

= li

x—-57%

= lim —(1+vVx —4)
x—-5%

=—(1+1)=-2
. . x% —12x + 35
xlgl_f(x) o xlgl_ X — 5
L G=9E=7)
N xlgl‘ (x - 5)
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= lim (x —7)
x—-57
=5—-7=-2
Entonces el
limf(x) = -2
x—0

8) Sea
x3—2x>—-5x+6
po— ,x <3
fx) =
vx+1 -1
—_— ,x=3
X —2

Hallar el limite
Solucién:

104+
. Vi+1 -1 V4 -1 o]
o x—2  3-2

S_.._

=1
o x3—-2x2-5x+6 6T
lim
x—3~ X — 3 st
_ (x=3)(x*+x—2)
~ o5 (x—3) T
= lim (x> +x — 2) T
x—3"
=9+3-2 T
=10 1+
] 1

Como

14
A SO # i F6O

Entonces el limite de

lim f(x) no existe
x—3

]
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9) Sea
ax’*+bx+3, six<l1

x—1
xX) = , Sil<x<4
A W
2ax — 3b, sid <x

Hallar a y b. Si el limite ya existe.

Solucién:

Como el limite ya existe en x = 1, entonces
x—1
Vx —1
_ o @D+
=1 (V- DOVE + 1)
x—DHx +1)

S0 = i

=M —a D
= Jim (r +1)
=(1+1)

=2

lim f(x) = xli_)ril_(axz + bx + 3)

x—-1"

=a+b+3
Y como el
S0 = SIS )
Entonces
a+b+3=2

a+b=-1 ..(1)

Y como también el limite ya existe en x = 4, entonces
RS0 = i, (ax = 30)
=8a— 3b

x—1

Vx —1

S = i

~ 48 -~



o G- DEE +1)
S E DR+

o (x—-1D(Hx +1)
- xllgl‘ (x - 1)

= lim (Vx +1)
=2+1)=3

Y como el

Jim () = Jim £

Entonces
3=8a—-3b ..(2)
Mostrando el sistema de ecuaciones

8a—3b=3 ..(1)
{a+b=—1.4m

Multiplicando a la ecuacion (2)

{8a—3b=3

3(a+b=-1)
8a—3b=3

{3a+3b=—3 L)

11la=0

a=0

Reemplazando en
a+b=-1
b=-1

10)Sea

ax’?+bx+1, six<1
f(x)={2ax—-b, sil<x<?2
x+1 six>2

Hallarel valor de a y b para que exista los limitesde f(x) en x =1y x = 2.

Solucién:

Veamosen x =1



xlg{l)ff(x) = XILI%(Zax —b)=2a-b

lim f(x) = lim (ax?+bx+1)=a+b+1
x—1" x—1"

Como
RS0 = i)
entonces

2a—b=a+b+1
a—2b=1 (D

Y veamosen x = 2
AR = Ip et 1) =3

lim f(x) == lim (2ax —b) =4a—b
X—27 X—27

Como

S0 = I f (0

entonces

4a—-b =3 - (2)

Con (1) y (2)
a—2b=1

4a—b =3
Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene que

a=5/7
b=-1/7



Calculo de Limites al Infinito

Recordemos que

c
lim —=0 Vcé€IR-{0}

X—>+00 X

C
lim —=0 Vc€eIR-—{0}

X—>—00 X
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Ejercicios Resueltos de Limites al Infinito

1) Resolver el
. 3x%2-2x+4
x40 222 + 4x — 3

Solucién:

El exponente mayor es 2, por lo que se divide por x?
30?2y 44 3x2 2x 4
_ x?—=2x+4 ST T T2
xoteo 222 + 4x — 3 xode02x?  4x 3
x2 " xZ  x2

3-244
=Jm a3
X—>400
245+
_ 3
-2

——

3

9

|
0 1

P A
1 2 13 14
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2) Resolver el

Solucién:

Como x = —Vx2 cuando x —» —o0

x2+2

VxZ + 2 —/x?

= 1i
ot 2x — 7 xont

xX——00 2x —7

L+

3) Resolver el

Solucién:

lim Vx2+4+5x+6—x

xX—>+ 00

1
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Al evaluar se tiene

lim Vx2+4+5x+6—x=00—0

X—+ 00

Indeterminado, por lo que multiplicaremos por su conjugada

_ . (VxZ+5x+6—x)(VxZ+5x + 6+ x)
lim vx2—-5x+6—x= lim
x—+00 x—+00 (VxZ+5x+6+x)

. x2+5x+6—x2
im

X2+ 4/x2 +5x+ 6 +x
_ 5x+6

lim

X2+ /x2 +5x+6+x

Dividiremos por x

4) Resolver el

. 2x2+3x—4
im —
xoe At 4 1

Solucién:
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Al evaluar se tiene

2x>+3x—4 o

lim ————— — = —
N S
Por lo que se dividira al numerador y denominador por x?
v? 4 3y 4 2x%  3x 4
x? +3x — V2 T2 2
lim ———— = lim & X~ X
oo Pl e Pl
(x?)?
FENES
= lim :C X
N PO
Xt %
FENES
= lim —2—2X~ 1x
X—>00
/1 +
=1=

o
P
.
po
v
=
=i
=

5) Resolver el

lim ( x2+5x+6+x)

X——00

Solucién:

Al evaluar el

lim ( x2+5x+6+x)

X——00
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Se tiene oo — o

Lo que es indeterminado, por lo que se multiplicara por su conjugada
_ _ (\/x2+5x+6+x)(\/x2+5x+6—x)
lim ( x2+5x+6+x) = lim

X—=00 x—=00 (Vx2+5x+ 6 —x)
. x2+5x+6—x?
lim

x2=04/x2 + 5x +6 — x
_ 5x+ 6
lim

x2>=04/x2 + 5x +6 — x

Dividiremos entre x al numerador y denominador, recordando que x = —vx?2

= lim

X——00 x2 5x 6 x
et Tk

ViF0+0-1
5 5

6) Resolver el

o o x34+2x2+3x+4
im
x-04x3 +3x2+2x+ 1

~ h6 ~



Solucién:

Dividiendo todos los términos tanto del numerador como del denominador por x3

x3+2x>+3x+4
i x3+2x2+3x+4 3
im

F e B s S sl Lo e o g g |

x3

P

= lim X X X
o342y L
x  x  x3

1404040
T 4404040

I I I I I
-1 03 0.5 1 1.5

7) Resolver el

4x3 + 2x%* -5

lim

x>0 —8x3 +x + 2

Solucién:

Dividiendo todos los términos tanto del numerador como del denominador por x3

4x3 + 2x% -5
i 4x° +2x* =5 . 3
i —Bx3 +x+ 2  xoe —8x3 +x + 2
x3
2 5
im xS
84+t
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T —840-0
41
8 2

8) Resolver el

Solucién:

Al evaluar se tiene

V2x2+4+1 oo
m ——=—
x-»—o x4+ 3 fo's}

Indeterminado, por lo que dividiremos entre x al numerador y denominador,

recordando que

—x = Vx2 cuando x - —oo

V2x2 +1
_ 2x2 +1 _ —/x?
xl—l>I—noo x+ 3 - xl—l)I—noo x+ 3
X
_[2x% +1
2
= lim x3
X——00
1+ X
2+
= lim 3

~ 58 -~



.

i

9) Resolver el

Solucién:

Al evaluar se tiene

VxZ+1++4/x o

lim e = —
X—00 x4+x2_x oo

Dividiendo por x al numerador y denominador

x>+ 1+x

VxZ+1++x X

lim — = lim 2
X—00 x4- + x2 —x X— 00 x4 + x2 x

X X

Vx2+1++x
\/F

= lim

4
x-0 x4 4+ x2  x

Va2 4+ 1++/x

4
x-00 x4 4 x2 — x

[

o4
w4

~ 59 ~



10)Resolver el

x+ Vx3 +2

lim ——
X200y +/x2 + 1

Solucién:

Al evaluar se tiene
x+Vx3+2 o

lim ———=—
X200 x x2 41 @
Indeterminado, por lo que dividiremos por x al numerador y denominador
3
X+ Vx3+2
x+ Vx3+2 —

lim~—F—~ = |jm —*
x+VxZ+1 xoox++4x24+1
X

X—00

Recordando que x = Vx2 y x = Vx3

o® x x? 1
x T\ Tx
1+31+x1

= lim

X—00 1
1+ 1+§

_1+V1 2

S 1+V1 2

—




11) Resolver el

x—1
lim ————
x>0 \[4x 2 — 2
Solucidn:
Al evaluar se tiene
x—1 o
lim ——— = —
x>t [4x2 — ) 0
Indeterminado, por lo que dividiremos por x = Vx2 al numerador y denominador
x 1
x—1 , X _x

lim ———= lim ——
x>t \[hyZ 3 xote \4yZ

v (®)?

=1ir+n >
X—>4+00
4y
11
=—==3

4_-

12) Resolver el

lim (vx2 + x —+/x2 +9)
X— 00

Solucién:

Al evaluar se tiene

lim (Vx2 +x —y/x2+9) =0 —
X— 00

Indeterminado, por lo que multiplicaremos por su conjugada

~ 61 ~



Vaz+x —Vx24+9 ) (Va2 +x +Vx2+9
lim(\/x2+x—\/x2+9)=lim( )( )
x>0 x—00 VxZ+x +Vx2+9

o x2+x—(x%249)

im

xowy[x2 +x +Vx2+9

I x—9

im

xowy[x2 +x +Vx2+9

Ahora dividiremos por x

X
im X
x> \[x? ¥ x +

= lim >
X—00 1
J1+§+J1+;
11
141 2

13) Resolver el

lir_El (\/xz—x—l —Jx2 —7x +3)
xX—>+too

Solucién:

Al evaluar

= lim (Jx2—x—1 —{x2-7x+3)=w -0

x—too

es indeterminado, por lo que multiplicaremos por su conjugada

lirp Wxz—x—1 —x2—7x+3) =
xX—>+too
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o (VxZ—x—1-Vx2=7x+3 ) (Vx2—x—1 +VxZ = 7x +3)

x>t Vx2—x—1+vVx2—7x+3

x2—x—-1—x*4+7x-3

lim
xoton/x2 —x —1 +Vx2 —7x + 3
y 6x — 4
im
xoton/x2 —x —1 +Vx2 —7x + 3
6x 4
lim X X
x"i°°\/x2—x—1+\/x2—7x+3
X X
lim
Xt x2—x—-1, [x2=7x+3
T X2 + X2
lir+n 2 1 3
xX—too 7
i(\/l———;i—\/l—;-f'x—z)
6 _ .6
+(1+1) 2
+3
of
| \
~ ]
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Limites Infinitos

AY |
i
- |
|
|
|- |
|
|

| —t—+—
il |
|
|

-2 Vo
|
li 1
xl—rgx—Z

~ 64 ~



Ejercicios Resueltos de Limites Infinitos

1) Resolver el

li !
xlgl‘ X — 5
Solucién:
oL 1
xlgl— x—5 5-—5
_ 1
0
= —O00
2) Resolver el
I x+2
xlgl‘ x2 — 4-
Solucién:
x+2 ) X+ 2

lim = = |
oS X2 — 4 2o (x + 2)(x — 2)

= m ey

11
~2-2°0
= —O00

3) Resolver el

x%2—-9

x-3t x—3

Solucidn:
y x2—9 , (x—3)(x+3)
o x—3 e | (x—3)?

~ 65 ~



4) Resolver el

I <1 1 )
xlgl’f 1—x x2—-2x+1

Solucién:

Al evaluar el

! 1 (L1
xLI{lf(l—x x2—2x+1)_xl>r{1+<0 O)

= 00 — 0

Indeterminado, por lo que se haran las respectivas operaciones

lim( 1 1 ):hmxz—2x+1—(1—x)
-1t \1—x x?2—-2x+1 -1t (1 —x)(x?—2x+1)
_ x? —x
- xlg?‘f (1—=x)(x —1)?
: x(x—1)
- xlg?‘f (1—=x)(x —1)?
. X
= m o Da—x
1
)
= OO

5) Resolver el

x3 4+ 9x% + 20x

xllgl— x2+x—12
Solucidn:
lim x3 4+ 9x2 + 20x _ 222
x-3~ x%24+x—12 0

= 0

~ 66 ~



6) Resolver el

Solucién:

poo A 12
xlgl—‘)—xz _9—9 -

7) Resolver el

Solucién:

o x+2 ) X+ 2
lim

-
X2 — 4 aor(x +2)(x — 2)

- xllgl- (x—2)

8) Resolver el

Solucidn:
) X -4
A T Tava
—4
-0
= 400

9) Resolver el

I x+2
xlgl‘x2 —4

) X
im
x—4-x + 4
x2 -9

x-3~ x — 3

~ 67 -



Solucién:

(x—=3)(x+3)
T @3y

x+3
x—3

~ 68 ~



Limites de Funciones Trigonométricas

Recordando que

. senx
lim =1
x—0 X

Usaremos también

sen(A + B) = senA. cosB + senB. cosA
sen(A — B) = senA.cosB — senB. cosA
cos(A + B) = cosA.cosB — senA.senB
cos(A — B) = cosA.cosB + senA.senB
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Ejercicios Resueltos de Limites

Trigonomeétricos
1) Hallar el

x —sen(2x)
00 x + sen(3x)

Solucién:

x — sen(2x)
x—sen(2x) T

00 x + sen(3x) _ x20 x + sin(3x)

X
x _sen(2x)
i X X
= lim X, sin(3x)
X X
1 - lim sen(2x)
— x—0 . X
1+ lim sin(3x)
x—0 X
1 — 2lim Senz(zx)
_ x—0 X
B . sin(3x)
1+ 331513%7
o 1-21 1
C1+31 4

2) Hallar el

- J1+sen(x) — /1 — sen(x)

x—0 X

Solucién:

_ i (\/1 + sen(x) — \/1 — sen(x))(\/l + sen(x) + \/1 - sen(x))
o0 x(y/1 + sen(x) + /1 —sen(x))




. 1+ sen(x) — 1 + sen(x)
x>0 x[,/1 + sen(x) + /1 — sen(x)]

_sin(x) 2
= lim lim

x>0 x  x20 /1 4 sen(x) ++/1 — sen(x)
=1 2 1
1+ 1

3) Hallar el
1 —+/cosx
lim ———-
x—0 X

Solucién:

1—+/cosx i (1 - \/cosx)(l + v cos x)

lim———— im
x—0 x? x—0 x2(1 + vcosx)
y 1—-cosx
= lim
x>0 x2(1 + +/cos x)

1 (1 —cosx)(1 + cosx)
= lim
x-0 x2(1 + +/cos x)(l + cos x)
_ 1 — cos?(x)
= lim
x-0 x2(1 + +/cos x)(l + cos x)

= lim sen” (x) lim !
x>0 x? x>0 (1+4+/cosx)(1+ cosx)
_q. 2 1
2x2 4
4) Hallar el
cos(x) — cos(2x)
x>0 1 —cos(x)
Solucidn:
cos(x) —cos(2x)  cos(x) — cos(x +x)
x-0 11— cos(x) x—0 1 — cos(x)

cos(x) — cos?(x) + sen?(x)

x-0 1 — cos(x)
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- cos(x)[1 — cos(x)] + 1 — cos?(x)

x-0 1 — cos(x)
cos (x)[1 — cos(x)] + [1 — cos(x)][1 + cos(x)]
= lim
x—0 1 — cos(x)
. [1 = cos(x)][cos(x) + 1 + cos(x)]
= lim
x-0 1 — cos(x)

= chi_rg[cos(x) + 1+ cos (x)]

=1+1+1=3
5) Hallar el
1—cosx
lim
x—0 X
Solucidn:
~ 1—cosx . (1—cosx)(1+cosx)
lim——— = lim
x—0 X x—0 x(l + cos X)
B 1 — cos?x
x50 x(1 + cosx)
i sen’x 1
~ 200 x (1+cosx)
i sen’x x
X% a2 (1 + cosx)
141
=0
6) Hallarel
~ x—senb5x
xl—r}g) 2x + senbx
Solucidn:
. x 5senbx
. x—senb5x 3T T gy
20 2% + senbx xl—r}(l)Z_x 4 6senbx
X 6x
1-5

2+6



8
1
2
7) Hallar el
tan (3x)
m—
x—0 X
Solucidn:
sen(3x)
tan (3x
lim (3) = lim = (3%)
x—0 X x—0 X
_ sen(3x)
P xcos(3x)
sen(3x) 1
= lim
x-0 X cos (3x)
_ 3.sen(3x) 1
x50 3x cos (3x)
=311=3
8) Hallar el
sen(2x) + sen(3x)
0 sen(4x) + sen(5x)
Solucidn:
sen(2x) |, sen(3x
sen(2x) + sen(3x) _ )(c ) + ,E )
x50 sen(4x) + sen(5x)  x->0sen(4x) N sen(5x)
x x
2 sen(2x) +3 sen(3x)
—1 2x 3x
im
x>0 , sen(4x) sen(5x)
4 +5
4x 5x
_21+31 5
41451 9

9) Hallar el
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X — sen 3x
im————
x-0X + sen 2x

Solucién:

im im
x—-0X + sen 2x x—0

x—sen3x x-(l— x )
( )

10) Hallar el
tanx — senx
x—0 x3

Solucién:

tan x —senx —-Senx
lim — = lim %
x—0 X x—0 X

senx — cosx.senx

COoS X

senx (1 — cosx)

X—0 x3 cosx
senx 1—cosx 1

x>0 X x2 COS X
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11) Hallar el

Solucién:
sen 3x
sen 3x
im = lim
x-0Ssen 2x x—0 Sen 2x
X
sen 3x
3 3x
= lim—=—
x—0 - Sen 2x
2
2x
3
2
12) Hallar el
Solucién:
senx
tanx
lim = Jim £05X
x-0 X x>0 X
~ senx 1
= lim —
x—0COSX X
_ senx 1
= lim
x—0 X COSX
13) Hallar el
Solucién:

sen 3x

im
x—-0sen 2x

tan x

x->0 X

1 — cos(sen 4x)

im
x-0 sen(sen 3x)

1 — cos(sen4x) sen4x

1—cos(sen4x)

im =
x-0 sen(sen 3x) x—0

sen 4x 4x (4x)
sen?(sen 3x) )
sen?(3x) (3x%)

~ 75 ~



0.1.0

~1.(3.0%)
=0
14) Hallar el
~ sen(x + h) —senx
im
h—0 h
Solucidn:
sen(x + h) —senx _ senx.cosh + senh.cosx —senx
= lim
h—0 h h—0 h

cosh—l)_l_senh
h h

=senx.0+ 1.cosx

= lim senx( COS X
h—0

= cosx
15)  Hallar el
lim cos X —Zcos 3x
x—0 X
Solucidn:
COS X — coSs 3x cosx—1+1—cos3x
lim 5 = lim 5
x—0 X x—0 X
(cosx —1)(cosx +1) (1 —cos3x)(1+ cos3x)
T x50 x2(cosx + 1) x2(1 + cos 3x)
- cos?—1 1 1—cos?3x 1
TN X2 'cosx+1+ x? "1+ cos3x
~ —sen®x 1 sen?3x 9
=)161_r>13 x2 ‘cosx+1 + 32x2 "1+ cos3x
1 9
~15+15
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16) Hallarel

Solucién:

Al evaluar tendremos

T
1—senx_1—sen§ 1-1 0

lim 5 = > = > ==

ey Gy @
2 2 2

Lo que significa que es indeterminado.

Para levantar la indeterminada usaremos cambio de variables; es decir:

T
% —
X793
50
x > -
7T —
X 5 = y
Es decir,
y—=0
Pero:
xX=y >
Entonces
1 — senx 1—5971(}"*‘7)

1—sen(y + %)
= li
= ()

Aqui usaremos
sen(A + B) = senA.cosB + senB. cosA
sen(A — B) = senA.cosB — senB. cosA
cos(A + B) = cosA.cosB — senA.senB
cos(A — B) = senA.senB + cosA.cosB
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Reempalzando

1 — [seny. cos (%) + sen (%) .cosy]

= lim

y—0 y2
. 1—[seny.0+1.cosy]

= lim >

y—0 y

1—cosy 1+ cosy

~ y%2 1+ cosy
 1—cos?y 1
= lim > )
y—0 y 1+ cosy
_ sen’y 1
= lim -
y-=0 Yy 1+ cosy
. seny\?
= hm( ) Jdim——
y—0 y y—01+ cosy
141
_ 1
)

~ 78 -~



Limites Exponenciales y/o de la Forma

Indeterminada

[
——“——t

o
v

lim Ln x = No existe

X——00

limlnx = —
x-0

lim Lnx = +
X—+o00

liminx=20
x-1

Obs: Ilne* =x y el®"* =x

—~d——

~ 79 -~



f(x) =a

(R 1 0 e I 8

lim a* =0

X——00

lima* =1
x—0

lim a* = +o
x—+00

lim a* = +o

X——00

lima* =
x—0

lim a* =0

X—+00

lime*=0

X—>—00

lime* =
x—0

lim e* = +
x—+00

lim e™* = 4+

X—>—00

lime™*=1
x—0

Niuimero e;

lime™*=0
xX—+00

1 1
lim(l+-)*=e lim(1+y)Y=e
X— 00 X y—0

3 e ‘
n
2 1
+ L
(T+)
1
% 2 3 r 5
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Para el célculo de los limites de la forma f(x)9™) se tienen los tres casos:

Caso 1: Si existen los lim f(x) = Ay lim g(x) = B y son finitos; entonces:
x—a x—a

lim f(x)9® = lim f(x)i%69%) = 4B
x—a xX—a
Caso 2: Si existen los lim f(x) = A # 1y lim g(x) = +o; entonces:
x—a x—a

lim £()9% = lim f()*4 9% = inmediato
xXx—a x—a

Caso 3: Siexisten los lim f(x) = A = 1y lim g(x) = +o; entonces:
xX—a x—a
lim f(x)9® = limf (x)*%69%) = 1*= jndeterminado
x—a xX—a
Para levantar la indeterminada, tenemos que hacer:

Ala funcién f(x) haremos que sea de la forma
fx) =1+06(x)
Donde
limB(x)=0

x—a

y al reemplazar se tiene:

1
lim f(x)9%) = lim[(1 + 6(x))?)]90)-6(x)
x—=a x—a

= lim e9™).0(x)
x—a

P Limg(x).0(x)

- 81 ~



Ejercicios Resueltos de Limites
Exponenciales y/o de la Forma
Indeterminada

1) Hallar el

x2—3x+2
Solucidn:
senx li %
. x2=2x+3\ * _ (02-20+3\¥0 *
oo \xZ —3x + 2 —\02=3.0+2

_ 3
2
2) Hallar el
~ In(a + x) —In(a)
lim
x—0 X
Solucion:
~ In(a+x)—In(a) . 1 j(a+x
lim = lim—In < )
x—0 X x—0X a

— tim () (1+2)

= limIn (1 + g)%

x—-0
X al
= limIn (1 + —)xa
x—0 a

- 82 -~



3) Hallarel

ling V1-=2x
X—
Solucién:
lim ¥/1 — 2x = lim(1 — 2x)/*
x—0 x—0
1 _2
= lim [(1 — Zx)——Zx]
x—0
= e—2
4) Hallar el
1 1+x
lim—In
x-0X 1—x
Solucién:
1
o1 1+x 1 /1+x\2
lim—In = 11m—ln< )
x—0 X 1—x x-0x 1—x
1
_ i 11 1+ x\x
- xl—r>r(1)§ n <1 - X)
1
—lim 1-—x 2x \x
= ma n(l—x 1—x)

- 83 -~



5) Hallar el

x—2

y (x —4)
xlg; x+1

Solucién:

xX—2

. (x—4)x_2_l_ <x+1 5)
oo \x + 1 T e \r+1 x+1

=lim(1+——
x-0 x+1

_  (lim —s(357))

L2

lim —5( —%
xX—oo0 1+=

= e X

< -5 )(%)-(%) (x-2)

=e 1
= e_5
6) Hallarel
1-x3
| x3+2x+ 3\ *
X—>00 x3+4
Solucién:
1-x3 1-x3
i x}+2x+3) ¥ x3+4+—4+2x+3 x
o x3+4  xow\x3 4+ 4 x3+4
1-x3
= 1i <1+2x_1) i
_-xlgl x3+4
1-x3
= 1i <1+2x_1) i
_-xlgl x3+4
(2x—1)(1-x3)
x3+4 (x3+4)x
= | 1i (1 it 1)2x_1
- xlg; x3+4

(li (2x—1)(1—x3))
=e

m
x>0 (x3+4)x

~ 84 -~



7) Hallar el

Solucién:

x—1

. x2 —1 x+1 I -2 x+
x1—>123 xZ2+1 N x1—>n<}0<1+x2+1)

8) Hallar el

Solucién:

sen(x)

x—0 X

] (Sen(x)>x—sen(x)
lim

(-
— eZ(—l)
= e—Z

=

-2 x-1
X%+1 xZ+1 x+1

X—00

x—0

= lim (1 +

-2
lim <1 +

S

-2
x2 4+ 1)

sen(x)

(sen(x))x—sen(X)
lim
x—0 X

sen(x)

en(x) 1 x—sen(x)
> —
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G

In7

sen(x)

sen(x) — x\*¥—sen(x)
= |lim|{14+———F—

x—0 X

~ lim (1 N sen(x) — x)ﬁ
x-0 X
_eim R
=D =1
1
e
9) Hallar el
lim -1
x>0 X
Solucion:
Sea
z=7"-1
z+1=7*%
In(z+ 1) = [n7*
In(z+ 1) = x In7
In(z+1)
— i =x
Como
x—0
entonces
z=7"-1
z—->7%-1
z-0
z z In7

- lzl—r}})ln (z+1)

_ 1 In7
% In(z+1)
Z

senx

~ 86 ~



= lim

In7

5 1
% @z + 1)z

In7

:lne
= In7

10) Hallar el

Solucién:

x+1

I <3x—4)3 _ 1
x1—>I§> 3x+ 2 _xl—r’g

I
5

_ ol

=e

lim

X—00

-2 —

x+1
<3x — 4) 3
3x+ 2
x+1

<3x+2

lim —2.X+1
X—00 3x+2

_2
3

)

x+1

3
1
( +3x+2)

= lim <1+

4)T

3x+2+3x+2
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